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Abstrakt: 
 Bakaláská práce je zamena na ešení prutových soustav, pedevším  staticky 
neuritých. Nejprve je uveden teoretický základ prutových soustav, dále pehled vybraných 
metod pro ešení prutových soustav staticky uritých a následn popis metod pro ešení 
staticky neuritých, které jsou demonstrovány na vzorových píkladech. Úelem práce je 
posoudit možnosti využití metod ešení staticky neuritých prutových soustav v dnešní dob, 
emuž je vnován závr. 
Abstract: 
 The bachelors thesis is focused on methods of solving rod systems and that mainly 
statically indeterminate. At first is mentioned theoretical basis of rod systems, next 
description of selected methods for solving statically determinate rod systems and then 
description of methods for solving statically indeterminate rod systems which are 
demonstrated on model examples. The purpose of this thesis is to consider the possibility  
of using methods of solving statically indeterminate rod systems nowadays, which is devoted 
conclusion. 
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1. Úvod 
 Píhradové konstrukce jsou tvoeny z prut, nejastji pímých, jež jsou vzájemn
pospojovány ve svých koncových bodech, které se nazývají styníky. Toto konstrukní ešení 
pišlo v druhé polovin 19. století, když bylo poteba pedevším ve stavebnictví pekonávat 
veliké vzdálenosti. Výsledkem tohoto uspoádání je namáhání píhradových prvk - prut
pouze tlakem, anebo tahem. Takovéto namáhání je výhodné, nebo umožuje zmenšení 
rozmr prut a tedy i ekonomickou úsporu a snížení celkové hmotnosti konstrukce. Dalším 
dvodem využívání píhradových konstrukcí je fakt, že tyto konstrukce bylo možno v tehdejší 
dob popsat teorií prutových soustav. Bylo tedy možné urovat jejich namáhání, provádt 
kontrolu mezních stav a dimenzovat je pomocí jednoduchých metod. Píhradové konstrukce 
našly své uplatnní ve spoust technických aplikací, nap.: jeáby, sloupy elektrického vedení, 
rámy stroj, mosty, rozhledny, sportovní stadiony, výškové budovy atd. Píhradové 
konstrukce jsou velice významným typem konstrukce, který nachází uplatnní dodnes. 
  
 Prutová soustava je výpotový model, který se využívá pi deforman napové 
analýze píhradových konstrukcí. Základní charakteristikou prutových soustav je model 
soustavy tvoený pruty, jejichž osy se protínají v jediném bod, tzv. styníku. Styník mže 
být v realit, nebo i ve výpotovém modelu (prutové soustav) samostatné tleso, nebo spojen 
Obr. 1.1 Píklad píhradové konstrukce 
 stavebního jeábu [11] 
Obr. 1.2  Snad nejznámjším pípadem 
 píhradové konstrukce je 
 Eiffelova vž [12] 
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s koncem prutu. V praxi jsou pruty pospojovány rznými zpsoby, mžou být nap. lepené, 
svaované, nýtované atd.  Pi výpotu však uvažujeme, že je styník kloubový a tedy nemže 
penášet momentové zatížení. Bližší popis prutu a prutových soustav je uveden v dalších 
kapitolách této práce, spolu s pehledem metod jejich výpotu.  
 Dnes umíme vytvoit složitjší modely pro jiné typy konstrukcí a s nástupem 
výpoetní techniky dokážeme popsat tém libovolné tvary konstrukcí, pesto se píhradové 
konstrukce v hojné míe využívají i dnes, dkazem je moderní architektura. 
Obr. 1.3 "Okurka nad Temží" architekta 
 Normana Fostera se mže pyšnit 
adou prestižních ocenní. [13] 
Obr. 1.4 Terminál 3 mezinárodního letišt v Pekingu je díky 
 své pibližné rozloze více jak milion tvereních 
 metr pod jednou stechou novou nejvtší stavbou 
 na svt. [14] 
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2. Prut v technické praxi  
V technické praxi je dležitou úlohou ešení problém spojených s napjatostí, 
deformací a porušováním technických objekt. Touto problematikou se zabývá pružnost  
a pevnost (dále PP). K popisu napjatostí a deformací reálných objekt slouží modelová tlesa, 
jejichž chování lze matematicky popsat. U složitjších geometrických tvar je tento popis 
možný až s rozvojem výpoetní techniky v nkolika posledních desetiletích a to hlavn
pomocí metody konených prvk (viz kap. 3.2.3). Do té doby byla ešení možná pouze 
u nkterých geometricky jednodušších tles, zejména prut. Prut je nejjednodušší modelové 
tleso vymezené svými charakteristikami. Toto vymezení vzniklo na základ experiment  
a empirických pozorování.   [2], [3] 
2.1 Vymezení prutu 
PP využívá k popisu reálných konstrukcí rzná modelová tlesa. Jednoduché 
modelové tleso je prut, složitjší modely tles jsou napíklad stny, desky a skoepiny.  
Pi ešení prutových soustav se používají jako teoretická modelová tlesa pruty. Pod pojmem 
prut si pirozen pedstavíme tleso, které je dlouhé a vzhledem ke své délce je i tenké. V PP 
však takovýto popis zdaleka nestaí. „Prut v PP je teoretickým modelem reálného tlesa 
z hlediska napjatosti a deformace a je modelem  nejjednoduššího typu.“1 Pruty jsou tedy 
modelová tlesa, která splují urité podmínky, v literatue oznaovány jako prutové 
pedpoklady, nebo prutové charakteristiky. Tyto charakteristiky se lení na následující 
skupiny: 
a) Charakteristiky geometrické
1) Prut je uren kivkou , tzv. stednicí. V každém bod stednice  je definován prez 
, který obsahuje všechny body tlesa ležící v normálové rovin. Stednice  tvoí 
spojnici geometrických tžiš všech tchto prez 	.  
2) Stednice  je spojitá hladká kivka konené délky.  
3) Píný prez  je jednoduše, nebo nkolikanásobn souvislá oblast, ohraniená 
obrysem, kterou lze matematicky popsat prezovými charakteristikami (viz kap. 2.3). 
                                                
1 Janíek P., Ondráek E., Vrbka J., Burša J.: Mechanika tles – pružnost a pevnost I, strana 55. 
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4) Délka stednice  je podstatn vtší, než nejvtší rozmr píného prezu . 
b) Charakteristiky vazbové a zatžovací
1) Vazby omezují jen posuvy a úhly natoení stednice . 
2) Veškeré zatížení, tzn. psobení sil, liniových sil a silových dvojic, psobí pouze na 
stednici .  
c) Charakteristiky deformaní
1) Stednice  je spojitá a hladká kivka v celém prbhu deformace. 
2) Jednotlivé píné prezy  zstávají v prbhu deformace pínými prezy,  
tzn. jsou rovinné a kolmé na stednici , která se mže deformovat. Pouze dochází 
k jejich vzájemnému  pibližování/oddalování, nebo k natáení kolem . 
d) Charakteristiky napjatostní
1) Napjatost v každém bod prutu je urena normálovým a smykovým naptím v ezu 
kolmém na . Jedná se o zvláštní typ napjatosti, který se oznauje pojmem prutová 
napjatost.    [2] 
 2.2 Klasifikace prut
Pruty mžeme dlit dle rzných hledisek: 
a) Hledisko geometrie prutu
1) podle kivosti stednice: 
- pruty pímé    
- pruty kivé, rovinné   
Obr. 2.1  Prut 
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- pruty kivé prostorové   
2) podle uzavenosti stednice: 
- pruty otevené 
- pruty uzavené 
3) podle hladkosti stednice: 
- pruty s hladkou stednicí 
- pruty s koneným potem bod nespojitosti 
4) podle pomru charakteristického rozmru píného prezu k polomru kivosti: 
- pruty slab zakivené 
- pruty siln zakivené 
5) podle promnlivosti prezu podél stednice: 
- konstantního prezu 
- promnlivého prezu (spojit, skokov, vruby…) 
6) podle tvaru píného prezu: 
- pruty elementární 
- profily 
- pruty obecného prezu 
7) podle natáení prezu podél stednice: 
- nešroubový 
- šroubový 
b) Hledisko vazeb
1) pruty volné 
2) pruty vázané 
c) Hledisko zatížení
1) pruty zatížené jednoduše 
2) pruty zatížené kombinovan
d) Hledisko vazeb mezi stupnm prostorovosti a geometrie a prostorovosti deformace
1) pruty rovinné geometricky i deforman
2) pruty rovinné geometricky a deforman prostorové 
3) pruty prostorové geometricky i deforman    [2] 
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 2.3 Geometrické charakteristiky píného prezu  
Mechanické vlastnosti prutu jsou významn závislé i na tvaru prezu 	. Tento prez 
popisujeme nkolika veliinami, pod souhrnným názvem prezové charakteristiky.  
U geometricky jednoduchých prez je výpoet tchto charakteristik jednoduchý,  
u komplikovanjších normalizovaných prez jako jsou profily I, T, U, L, H apod. jsou tyto 
hodnoty tabelovány pro usnadnní výpotu. Pi urování geometrických charakteristik 
složitjších prez rozdlíme komplikovaný tvar na snadno ešitelné podoblasti a výsledné 
hodnoty seteme.    
a) Plocha 
Plocha prezu je dležitá pedevším pro výpoet tlaku/tahu. Jedná se  
o charakteristiku nezávislou na souadném systému a je definována vztahem: 
     [m
2] 
b) Lineární momenty 
Lineární momenty jsou závislé na volb souadného systému. Vztahují se tedy k osám 
y, z a pro osy y´, z´, které jsou vi y, z posunuté, nebo pootoené, je nutno jejich hodnoty 
pepoítat pomocí transformaních vztah. Pomocí lineárních moment se uruje poloha 
tžišt T prezu  vztažená k souadnému systému. Lineární momenty jsou definovány 
vztahy: 
    	   [m
3]  
    	   [m
3] 
Vztahy pro výpoet polohy tžišt jsou:  
yT=



 	

[m]  zT =



 
	

[m] 
c) Kvadratické momenty 
Kvadratické momenty jsou podobn jako momenty lineární vztaženy k souadnému 
systému a pro jiný souadný systém se pepoítávají pomocí transformaních vztah.  
Pi pootoení souadného systému se k názornému zobrazení využívá Mohrova kružnice. 
Pro pepoet pro posunutý souadný systém používáme Steinerovu vtu. Rozlišujeme 
nkolik typ kvadratických moment: 
- osové kvadratické momenty Jy, Jz vztažené k osám y, z: 
    	   [m
4]  
    	  [m
4] 
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- devianí kvadratický moment Jyz vztažený k souadnému systému y, z: 

    	  	   [m
4]  
- Polární kvadratický moment Jp vztažený k pólu: 
    	   [m
4], kde r2 = y2 + z2
d) Prezové moduly 
Prezové moduly se používají pro výpoet extrémních hodnot naptí v píném 
prezu a to zejména pi ohybu a krutu. 
- Modul prezu v ohybu: 




 [m3], kde Jo je osový kvadratický moment k ose ohybu a ho je vzdálenost 
krajních vláken od této osy. 
- Modul prezu v krutu: 
- 



[m3], kde Jp je polární kvadraticý moment k ose krutu a R je vzdálenost 
krajních vláken k této ose.   [2], [3] 
 2.4 Výsledné vnitní úinky 
Pi urování napjatosti a deformace tlesa navazuje PP na poznatky ze statiky. „Aby 
úloha byla ešitelná, nahradíme obecná naptí v ezu staticky ekvivalentn výslednicí silovou 
FV a momentovou MV v tžišti píného prezu.“ 
2 Silová FV a momentová MV výslednice 
jsou popsány každá temi složkami, jejichž velikosti se urují na základ statické rovnováhy 
uvolnného prvku a souhrnným názvem je oznaujeme jako prbhy výsledných vnitních 
úink (VVÚ). „Znalost urování VVÚ je nutným pedpokladem zvládnutí problému 
pružnosti prut. VVÚ jsou pomocné veliiny, popisující namáhání prutu a umožující nalézt 
pedem nebezpená místa prutu (tj. místa s nejvtším namáháním.)“ 3
 Pro popis VVÚ v míst stednice prutu zavádíme lokální souadnicový systém, jehož 
poátek leží v tžišti prezu. Osa x je pak v pípad pímého prutu totožná se stednicí  , 
v pípad zakiveného prutu je totožná s tenou stednice. Osy y a z jsou na ni kolmé, tudíž 
leží v prezu . Jednotlivé složky VVÚ nazýváme podle smru psobení takto: 
N - normálová síla, psobí ve smru osy x a zpsobuje namáhání tlakem/tahem  
T, (Ty,Tz) - posouvající síly, psobí ve smrech os y, z a zpsobují namáhání smykem. 
                                                
2 Burša J., Janíek P. Horníková J., Šandera P., Pružnost a pevnost, str. 13. 
3 Burša J., Janíek P. Horníková J., Šandera P., Pružnost a pevnost, str. 14. 
VUT Brno - FSI, ÚMT BAKALÁSKÁ PRÁCE
16 
Mk - kroutící moment, psobí ve smru osy x a je odezvoa na namáhání prutu krutem.  
Moy, Moz  - ohybové momenty, psobí ve smrech os y, z a jsou odezvou na namáhání prutu 
ohybem. 
 Je-li z vypotených složek VVÚ nejvýše jedna složka nenulová, mluvíme  
o jednoduchém namáhání. Jestliže je nenulových složek více, mluvíme o namáhání 
kombinovaném. V tomto pípad se pro urení velikosti ekvivalentního naptí užívá 
redukované naptí, jehož velikost se urí pomocí podmínky plasticity HMH, nebo 
max. 
[2], [3]  
 2.5 Deformace, zatížení a vazby  
Odezvou tlesa na zatížení je napjatost a deformace. Nkteré z tchto deformací 
mohou být omezeny vazbami. Pi vytváení modelu konstrukcí pomocí prut, mohou vazby 
omezovat pouze deformace jejich stednice. Omezením deformací píného prezu by 
zpsobovalo napjatost v ezech kolmých k pínému prezu a nejednalo by se o prutové 
tleso. „Vazba prutu v prosté pružnosti prut smí omezovat jen deformaci stednice a 
vzájemné natáení ez kolem teny stednice.“4 [2] 
 Jednotlivé typy vazeb dlíme dle zpsobu omezení deformace stednice. Dle zpsobu, 
jakým omezuje vazba pohyb tlesa (pro 2D úlohy) rozlišujeme tyto vazby: 
a) Obecná vazba (o) omezuje pouze posuv v jednom smru. 
b) Rotaní vazba (r) omezuje pouze posuv ve dvou na sebe kolmých smrech. 
                                                
4 Janíek P., Ondráek E., Vrbka J., Burša J.: Mechanika tles – pružnost a pevnost I, strana 85. 
Obr. 2.2  Zatížení stednice prutu 
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c) Posuvná vazba (p) omezuje pouze posuv v jednom smru a natoení. 
d) Vetknutí (n) omezuje posuv ve dvou na sebe kolmých smrech a natoení.  [1]  
 Pi ešení úlohy PP uvolujeme tleso silovým psobením, které je závislé na 
charakteru vazby. Dalším krokem je urení potu nezávislých neznámých parametr µ, jehož 
hodnotu porovnáme s potem podmínek statické rovnováhy_._[2] 
µ <  - Prut je uložen staticky peuren a mohou nastat dva pípady. 
a) ( - µ)  podmínek statické rovnováhy je splnno, tleso je uloženo pohybliv, avšak ve 
statické rovnováze. 
b) Není splnna podmínka statické rovnováhy tlesa (prutu), jedná se o úlohu dynamiky 
a namísto rovnic statické rovnováhy sestavujeme rovnice pohybové. Pohyblivost 
tlesa odhalíme z kinematického rozboru, který pedchází ped rozborem statickým. 
µ =  - Prut je uložen staticky urit, nemá žádný stupe volnosti a stykové výslednice lze 
 spoítat z rovnic statické rovnováhy.  
µ >  - Prut je uložen staticky neurit. Nezávislých parametr je víc, než podmínek statické 
 rovnováhy, tudíž v tomto pípad nejsme schopni vypoítat stykové výslednice pouze 
 z podmínek statické rovnováhy. Ze vztahu s = µ -  uríme stupe statické 
 neuritosti_s. Pro další ešení vyjmeme vhodn ze soustavy s pebytených vazeb, 
ímž se soustava stane staticky uritou. Odebrané vazby nahradíme silovým, nebo 
 momentovým psobením (dle charakteru odebrané vazby) a pedepíšeme zde 
 deformaní podmínku pro zajištní statické ekvivalence soustavy.Velikost tohoto 
 psobení zjistíme z deformaních podmínek pomocí deformaní (viz kapitola 3.2.2), 
 nebo silové metody (viz kapitola 3.2.1).  [1] 
   
Obr. 2.3  Typy vazeb s vyznaenými možnými zpsoby pohybu - a) obecná vazba, b) rotaní vazba, 
 c) posuvná vazba, d) vetknutí. 
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 2.6 Mezní stav vzprné stability 
 Pi analýze a navrhování konstrukních prvk zatžovaných tlakem je krom mezního 
stavu pružnosti ješt poteba kontrolovat, zda nenastává jiný nebezpený mezní stav - mezní 
stav vzprné stability. Pokud zatížíme dlouhý a štíhlý prut na jeho koncích postupn rostoucí 
tlakovou silou, bude se nejprve podle oekávání stlaovat. Po pekroení jisté hodnoty 
zatžující síly dojde ale k jeho vyboení. Dominantním namáháním se stává ohyb, prut stále 
více vybouje a nakonec dojde k jeho porušení. Jedná se o mezní stav, který nastává náhle, 
pekroením urité hodnoty Fkrit.  
 Rozhodujícím parametrem, jestli ke ztrát vzprné stability dojde, je délka prutu a zda 
tlaková síla psobí v tžišti píného prezu (centrické zatížení), nebo je vychýlená 
(excentrické zatížení). Pruty zatížené tlakem dlíme na: 
a) dlouhé pruty stlaované centricky 
b) pruty stední délky stlaované centricky 
c) pruty stlaované excentricky 
d) sloupy, nebo krátké pruty stlaované excentricky 
Obr. 2.4 Mezní stav vzprné stability [2] 
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2.6.1 Dlouhé pruty stlaované centricky 
 Kritická síla pro pekroení mezního stavu vzptné stability pro dlouhé, centricky 
zatížené pruty se též oznauje jako Eulerova kritická síla a vypoítá se ze vztahu 
,   nebo  . 
 Souinitel 	 je souinitel zohledující uložení prutu. Jeho velikost je patrná z obrázku 
2.4. Souinitel i je polomr osového kvadratického momentu prezu, který vychází ze vztahu 
J = S 
 i2. Podíl l / i pak nazýváme štíhlostní pomr. Štíhlostní pomr je pro zaazování prut
do jednotlivých kategorií vhodnjší, než vlastní délka prutu. Pomr Fkrit / S se pak oznauje 
jako kritické naptí. Kritické naptí je takové zatížení plochy prezu, pi kterém dochází  
ke ztrát vzprné stability. 
 Prut spadá do kategorie dlouhý centricky zatížený, jestliže jeho štíhlostní pomr je 
vtší, než (l / i)1. Tento mezní pomr  vypoítáme vztahem 
. 
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Obr. 2.5 Souinitel  pro rzné typy uložení: a) vetknití - volný konec, 
 b) kloub - kloub, c) vetknutí - kloub, d) vetknutí - vetknutí 
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2.6.2 Pruty stední délky stlaované centricky 
 Jestliže je skutený štíhlostní pomr menší, než (l / i)1, pak prut spadá do kategorie 
prut stední délky centricky zatížený. Pro tyto pruty je na základ rozsáhlých experiment
nevržena ada empirických vztah,vyjadujících závislost mezi kritickým naptím, štíhlostním 
pomrem a materiálovými charakteristikami. Napíklad Johansonv vztah:
         
                
2.6.3 Pruty stlaované excentricky 
 V praxi je tém nemožné zajistit, aby zátžná síla psobila pesn v tžišti píného 
prezu. Navíc nelze vyrobit ani prut s dokonale rovnou stednicí. I když jsou tyto odchylky 
asto velmi malé, je vhodné je do výpotu zahrnout. Pak se pro výpoet naptí užívá vztah: 
  
kde Rec je mez kluzu v tlaku, e je vzdálenost, o kterou je nositelka zátžné síly vychýlena  
od stednice, h0 je  vzdálenost krajních vláken od osy osového kvadratického momentu. Tento 
vztah se taky nkdy nazývá jako sekantova rovnice. Sílu F nelze ze vztahu explicitn vyjádit, 
proto se pro její urení používají numerické metody.  
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Obr. 2.6 Schéma excentricky zatíženého prutu [10] 
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2.6.4 Sloupy, nebo krátké pruty stlaované excentricky 
 Krátké pruty zatížené tlakovou silou, s nositelkou na stednici prutu se vypoítávají 
pomocí Hookova zákona. Pi excentrickém zatížení je pak velikost naptí v prutu dáno 
soutem naptí zpsobených tlakem a ohybem. Za krátký prut se považuje takový, u kterého 
je prhyb v dsledku ohybu menší, než zvolená hodnoty excentricity e. Napíklad je-li tato 
hodnota menší, než 1% e, pak rovnice pro mezní štíhlostní pomr je  
. 
 Jestliže je skutený štíhlostní pomr vtší, než (l / i)2, pak se nejedná o krátký prut  
a musíme použít sektantovou rovnici.     [10] 
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Obr. 2.7 Excentricky zatížený krátký prut [10] 
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3. Prutové soustavy 
 Jak již bylo zmínno v úvodu, prutová soustava je výpotový model pi deforman
napové analýze píhradových konstrukcí. Prutové soustavy jsou tedy tvoeny z prut, 
jejichž osy se protínají ve styníku. Je pro n charakteristické, že vazby prut mezi sebou  
i vazby se základním tlesem jsou modelovány jako rotaní kinematické dvojice. Toto 
uspoádání zpsobuje, že jedinou nenulovou složkou VVÚ je normálová síla a prut  
je namáhán pouze na tah/tlak. Rozlišujeme prutové soustavy staticky urité a staticky 
neurité. Jejich popisu a metodám jejich ešení v rámci PP jsou vnovány následující 
kapitoly.   [2], [9] 
 3.1 Staticky urité prutové soustavy  
 Prutové tleso je tleso tvoené pruty a styníky, které penášejí pouze síly. Pro  
každý styník lze sestrojit dv rovnice silové rovnováhy pro rovinnou soustavu a ti pro 
soustavu prostorovou. Pro staticky urité soustavy musí být splnna nutná podmínka statické 
uritosti  p = 2n - 3 pro rovinnou soustavu a p = 3n - 6 pro prostorovou soustavu, kde  
n oznauje poet styník a p poet prut. Jiná podmínka statické uritosti je, aby po vyjmutí 
postupn každého prutu vznikla soustava s práv jedním stupnm volnosti. Obecn platí:  
„soustava je staticky uritá, jestliže soustava rovnovážných rovnic, vyjadující rovnováhu ve 
stynících prutové soustavy, má jediné a netriviální ešení.“5  
I pi splnní podmínek statické uritosti mžou nastat nkteré speciální pípady, na 
které je poteba dávat pozor. Napíklad na obr. 3.1 je soustava, která spluje podmínku 
statické uritosti (9 = 36 - 3). Avšak ást prutové soustavy A, B, C, D je uložena staticky 
neurit a ást D, E, F, B je uložena pohybliv. 
                                                
5 Juliš K., Brepta R. a kol: Mechanika I. Díl, strana 143. 
Obr. 3.1 Soustava s pohyblivými styníky E a F (mechanismus) [5] 
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Obr. 3.4  Zadání úlohy 1 
Další pípad je zachycen na obr. 3.2. Rotaní vazba prutu 1 umožuje jeho rotaci a 
tedy i (omezený) posuv bodu A ve smru kolmém k prutu. To obdobn platí i pro body B a C. 
Protože se protínají osy prut 1, 2 a 3, mže se "trojúhelník" ABC pohybovat kolem tohoto 
bodu. Ten je okamžitým stedem otáení, nebo-li pólem pohybu. Trojúhelník tedy má 1 °V. 
 Na obr. 3.3 je zachycen další pípad, kde síla psobí v ose prutu 1 a ostatní pruty 
žádnou sílu nepenášejí. Nezatížené pruty 2 a 3 nazýváme nulové. V soustav však jsou 
dležité, nebo zamezují pohybu. 
Pro ešení staticky uritých prutových soustav je vypracováno nkolik metod. Nkteré 
z nich si piblížíme v dalších podkapitolách, kde budou aplikovány na stejném píkladu.   [5] 
3.1.1 Úloha 1 - prutová soustava staticky uritá 
Zadání: Urete síly v prutech v soustav dle obrázku.
a = 1m 
F = 10kN 
Obr. 3.2 Pól pohybu trojúhelníka ABC [5] 
Obr. 3.3 Nulové pruty 2 a 3 [5] 
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Klasifikace vazeb:
Vnjší vazby:   Vnitní vazby: 
A' - obecná  A' = 1  A, E - rotaní se 2ma leny  A = 4 ; E = 4 
B' - rotaní  B' = 2  B, D - rotaní se 3mi leny   B = 6 ; D = 6 
    C - rotaní se 4mi leny   C = 8 
Kinematický rozbor: 
i = (n - 1)  iv - i -  + , kde i oznauje poet stup volnosti, n je poet len (prut + 
    styník), iv poet stup volnosti volného tlesa (6 pro 3D, 3 
    pro 2D), i poet omezených parametr omezených i-tou  
    vazbou,  poet omezených deformaních parametr a  poet 
    styník. 
i = (13-1)  3 - (1 + 2 + 4 + 4 + 6 + 6 + 8) - 5 +  = 0  
 = 0 => Soustava je ve statické rovnováze. 
Uvolnní:  
            
        
  Na obr. 3.5 je uvolnný prut 2. Tento prut je ve statické rovnováze, odtud:   
  -FC
2 + FE
2  =  0   
   FC
2 =  FE
2 = F2 
 Aby byl prut ve statické rovnováze, musí platit rovnováha sil FC a FE. Tyto 2 síly 
nahradíme jedinou silou F2, která psobí na styníky C a E. Tato náhrada redukuje poet 
neznámých a obdobn platí pro všechny pruty. Tento krok je jednoduchý a proto není dále již 
uvádn. 
Obr. 3.6  Uvolnní styník úlohy 1
Obr. 3.5  Uvolnní prutu 2 soustavy
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Statický rozbor: 
a) vnjší:  
Np = {FAX, FBX, FBZ} => µ = 3    
2D úloha =>  = 3  
sex = µ -  = 0 => Soustava je vnjšn staticky uritá. 
b) vnitní: 
2n - 3 = p 
25 - 3 = 7 
sin = p - (2n - 3) = 0 => Soustava je vnitn staticky uritá 
Výpoet stykových sil v podporách: 
Z podmínek statické rovnováhy 
 FX = 0 :  FAX + FBX = 0 => FAX =  - FBX
 FZ = 0 :  F - FBZ = 0  => FBZ = F
 MY = 0 :  FBXa - F2a =0 => FBX = 2F   
   FAX = -2F
 Kinematický rozbor, statický rozbor a výpoet vnjších stykových výslednic  
je spolený pro všechny metody ešení staticky uritých prutových soustav. V dalších 
kapitolách následuje výklad jednotlivých metod, spolu s jejich ukázkou. 
  
Obr. 3.7  Výpoet stykových sil v podporách úlohy 1 
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Tab. 3.1  Výsledné síly v prutech 
3.1.2 Styníková metoda 
Styníková metoda je založena na uvolnní styník. Styníky uvolujeme bu
postupn (postupná styníková metoda), nebo všechny najednou (obecná styníková metoda). 
Tím získáme soustavu rovnic silové rovnováhy - pro každý styník 2 rovnice (3 rovnice pro 
3D úlohy).  
Postupná styníková metoda se využívá pi ešení bez využití výpoetní techniky. 
Výpoet zaíná ve styníku se dvma pruty, ve kterém zárove známe vnjší zatížení  
na styník, nebo vazebnou vnjší stykovou výslednici v tomto styníku. Z rovnic pro styník 
jsme schopni urit jaká síla bude ve kterém z prut. Síla v tomto prutu má stejnou velikost  
a opanou orientaci, než síla, kterou tento prut psobí na další styník. Postupná styníková 
metoda je náronjší na pemýšlení - musíme vdt, v jakém poedí budeme styníky 
uvolovat. Tato metoda je demonstrována na výpotu píkladu.  
 Pokraování úlohy 1 (viz obr. 3.4)  postupnou styníkovou metodou: 
E: x: 0,707F3 + F = 0 => F3 = - 
 
!"#!#
 z: - F2 - 0,707F3 = 0 => F2 = F 
A: x: FAX + F7 = 0 => F7 = 2F 
 z: F8 = 0 => F8 = 0 
C: x: - F7 - 0,707F5 + F2 =0 => F5 = - 
 
!"#!#
  
 z: 0,707F5 + F4 =0 => F4 = F 
D: x: - F4 - F30,707 = 0 => F6 = - F 
 Obecná styníková metoda se od postupné liší tím, že se najednou vytvoí všechny 
rovnice všech styník a tím získáme soustavu 2n rovnic (3n pro prostorovou úlohu). Tyto 
rovnice se pak najednou vyeší nap. Gaussovou eliminaní metodou. Využívá se hlavn  
pi ešení složitjších prostorových úloh s využitím výpoetní techniky. [5], [6] 
3.1.3 Cremonova metoda  
Cremonova metoda se podobá metod styníkové s tím rozdílem, že síly ve stynících 
ešíme graficky. Graficky, popípad poetn, vyešíme vnjší stykové výslednice prutové 
soustavy, kterou v tomto kroku tvoí prutové tleso. Dále ve zvoleném mítku nakreslíme 
ešenou soustavu a sestrojíme pro prutové tleso uzavený silový obrazec vnjších sil  
Prut j Síla [kN]
2 10 
3 -14,144 
4 10 
5 -14,144 
6 -10 
7 20 
8 0 
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Tab. 3.2  Výsledné síly  v prutech 
a vnjších stykových výslednic v takovém poadí, jak za sebou následují ve zvoleném smru 
obhu vnjších prut soustavy. Pi výpotu vnitních sil v prutech Cremonv obrazec 
zaínáme kreslit od styníku se dvma pruty s neznámými osovými silami. Sestavíme silový 
obrazec, který tomuto styníku náleží a stále dodržujeme zásadu, že síly v obrazci odpovídají 
zvolenému kladnému smru. Pi dodržení této zásady získáme uzavený silový obrazec, jehož 
složky se vzájemn neprotínají. Velikosti sil v jednotlivých prutech získáme odetením ze 
silového obrazce a porovnáním velikosti s mítkem. Tato metoda je vhodná pro ešení 
rovinných soustav, kde mže být i rychlejší, než styníková metoda, avšak její rychlost  
i pesnost závisí na zrunosti ešitele. Tuto metodu dnes nahrazují jiné, pedevším díky 
dostupnosti výpoetní techniky. [5], [6] 
ešení úlohy 1 Cremonovou metodou: 
Prut j Síla [kN]
2 10 
3 -14,144 
4 10 
5 -14,144 
6 -10 
7 20 
8 0 
Obr. 3.8   Cremonovy obrazce pro jednotlivé styníky 
Obr. 3.9 Výsledný Cremonv obrazec  
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3.1.4 Prsená metoda (Ritterova)  
V soustav perušíme ezem ti (u prostorové soustavy šest) pruty tak, že síly 
v perušených prutech tvoí staticky ešitelnou silovou soustavu. Jejich velikosti se urí 
z použitelných podmínek rovnováhy a to bu graficky, nebo poetn sestavením rovnic silové 
rovnováhy. Tato metoda umožuje rychlé ešení i u složitých prutových soustav. Velikou 
výhodou pi výpotu síly v konkrétním prutu je fakt, že staí vypoítat síly perušených prut
a nemusíme urovat síly ve zbývajících prutech. [5], [6] 
ešení úlohy 1 prsenou metodou pro urení sil v prutech 5, 6 a 7: 
Z podmínek statické rovnováhy: 
 MYc = 0 :  -F6a - Fa =0  => F6 = -F  F6 = -10kN
 FZ = 0 :    F +0,707 F5 = 0  => F5 = -1,414F F5 = -14,14kN  
 FX = 0 :  -F7 -0,707F5 -F6 = 0 => F7 = 2F  F7 = 20kN
      
3.1.5 Metoda momentových sout (Müler-Breslau)  
Pro libovoln zvolený bod jsme schopni pedepsat podmínky silové rovnováhy, jako 
podmínku momentové rovnováhy daného styníku k tomuto bodu. Pro n styník jsme tedy 
schopni vytvoit n momentových rovnic, kde síla v každém prutu se vyskytuje ve dvou 
rovnicích (pro oba styníky, které jsou prutem spojeny). Vhodnou volbou i bod, ke kterým 
poítáme momenty získáme i
n  momentových rovnic. Jejich setením lze získat rovnici, kde 
se vyrušily všechny síly v prutech, až na jednu, kterou chceme urit.   [5], [6] 
Obr. 3.10  ez prutovou soustavou Obr. 3.11  síly v perušených prutech 
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ešení úlohy 1 metodou momentových sout, chceme-li znát síly v prutech 4 a 6: 
Styník D:   MyB :  +F4a +0,707F3a  = 0  
Styník D:   MyC :  -Fa -0,707F3a  = 0 
           -Fa +F4a = 0 => F4 = F = 10 kN  
Styník E:   MyA :  -F2a -0,707F32a  = 0 / :2 
Styník D:   MyC :  -F6a +0,707F32a  = 0 
           -Fa -F6a = 0 => F6 = -F = -10 kN  
3.1.6 Metoda myšlených kloub
 Metoda myšlených klub slouží k zjednodušení ešení prutové soustavy. Její podstata 
spoívá v nahrazení ásti soustavy kloubem. Ten je umístn v prniku os prut, které jsou 
vázány v nahrazené ásti soustavy takovým zpsobem, aby byla zachována ekvivalentnost 
pvodní a náhradní soustavy. Výpoet náhradní soustavy je proveden nkterou z výše 
uvedených metod. Pokud nás zajímají vnitní silové úinky v prutech, které byly odebrány pi 
zjednodušování, pak je mžeme vypoítat na pvodní soustav, kde už známe vnitní síly  
v ostatních prutech. [7] 
Je dána prutová soustava, viz obr. 3.12. Osy prut 3, 4 a 6  a tedy i nositelky jejich 
vnitních sil se protínají v jediném bod - Mk. Je zejmé, že pokud nahradíme pruty 9, 10 a 11 
a styníky D, D', a D'' jediným styníkem D, který bude umístn v bod Mk, vzniklá soustava 
bude ekvivalentní a tedy i vnitní síly v prutech 2 až 8 budou shodné pro pvodní  
i zjednodušenou soustavu. Zjednodušená soustava je shodná s úlohou 1 ešenou jinými 
metodami výše.  
Obr. 3.12  Metoda myšlených kloub
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Tab. 3.3 výsledné síly v prutech 
3.1.7 Metoda neuritého mítka  
Metoda je založena na úvaze, že síly v prutech jsou pímo úmrné zatžující síle. 
Zvolíme si sílu v jednom prutu, vyešíme soustavu a uríme, jak velikou silou by soustava 
musela být zatížena, aby vyvolala vypoítané síly v prutech. Dle úvahy porovnáme tuto námi 
vypoítanou sílu se silou zatžující a z pomru tchto sil získáme tzv. mítko. Po vynásobení 
vypoítaných sil tímto mítkem uríme síly v prutech pro zadané zatížení. [5], [6], [7] 
ešení úlohy 1 (viz obr. 3.4) metodou neuritého mítka: 
Volíme: N5 = 10kN 
C: x: - F7 - 0,707F5 + F2 =0 => 0,707F5 = -F'  => F = 7,07 kN 
 z: 0,707F5 + F4 =0 => F4 = F' => F4 = 7,07 kN 
E: x: 0,707F3 + F' = 0 => F3 = - 
 
!"#!#
=> F3 = -10 kN 
 z: - F2 - 0,707F3 = 0 => F2 = F' => F2 = 7,07 kN 
  
A: x: FAX + F7 = 0 => F7 = 2F' => F7 = 14,14kN 
 z: F8 = 0 => F8 = 0 => F8 = 0 
D: x: - F4 - F30,707 = 0 => F6 = - F' => F6 = - 7,07kN 
Zatžující síla F' vyšla 7,07 kN, skutená zatžující síla F je však 10 kN. Mítko je 
tedy  $ 
%!
#"!#
 &"'&'. Po penásobení všech sil v prutech 2 až 8 mítkem m získáme 
skutené síly v tchto prutech. 
Prut j Síla [kN]
2 10 
3 -14,144 
4 10 
5 -14,144 
6 -10 
7 20 
8 0 
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Obr. 3.13  Pvodní soustava Obr. 3.14  Soustava s náhradním prutem 
3.1.8 Metoda náhradních prut (Henneberg)  
Metoda umožuje úpravu prutové soustavy takovým zpsobem, že umožní snazší 
ešení pomocí jiné metodou. Ze soustavy odejmeme vhodný prut a jinam do soustavy  
pro zachování nepohyblivosti soustavy pidáme prut náhradní. Odebraný prut se nahradí silou 
pro zachování silové rovnováhy a urí se síly v ostatních prutech vyvolané pouze touto 
náhradní silou. Poté se urí síly v prutech vyvolané pouze vnjším zatížením, to znamená,  
že náhradní sílu v odebraném prutu v tomto kroku neuvažujeme. Následnou superpozicí obou 
silových stav docílíme toho, že síla v náhradním prutu je nulová. V tomto okamžiku udává 
hodnota náhradní síly sílu v odebraném prutu. [5], [6], [7] 
Soustava na obrázku 3.9 nemá žádný styník, ve kterém by se stýkaly pouze dva 
pruty. Její ešení je obtížné, protože ji nelze ešit napíklad postupnou styníkovou metodou, 
prsenou metodou, nebo metodou neuritého mítka. Proto je na této soustav vhodné volit 
metodu náhradních prut.  
Velikost síly F8 neznáme, proto ji volíme a jako F8,vol = k
 F8,skut . V následujícím 
ešení hledáme velikost souinitele k. Náhradní soustavu rozdlíme na dva zatžovací stavy, 
kdy v 1. stavu psobí ve styníku F pouze síla F a ve 2. stavu soustavy zde psobí pouze síla 
F8,2. ešením tchto dvou stav získáme tedy dv hodnoty vnitních sil pro každý prut. Ze 
zákonu superpozice vyplývá, že skutená síla v libovolném prutu  Fi = Fi,1 + k
Fi,2 . Dále prut 
11 v pvodní soustav není, tudíž pro zachování ekvivalence ani v náhradní soustav nemže 
penášet žádné zatížení a tedy platí F11,2 + F11,1
k = 0, odtud k = - 
(%%"%
(%%"
. Pokud vypoítaným 
koeficientem k vynásobíme síly v prutech urené z 2. stavu soustavy, získáme skutené 
hodnoty sil v každém prutu. 
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3.2 Staticky neurité prutové soustavy 
 Jestliže prutová soustava nespluje nkterou z podmínek statické uritosti, oznaujeme 
tuto soustavu jako staticky neuritou. Rozlišujeme dva druhy statické neuritosti - vnitní 
a vnjší. Vnitn staticky neuritá je taková prutová soustava, jež je tvoena více pruty, 
než 2
n-3, jak vyplývá z podmínky vnitní statické uritosti (p=2
n-3). Vnjší statická 
neuritost je zpsobena tím, že vazby odebírají soustav víc stup volnosti, než je . Míru 
statické neuritosti rovinné prutové soustavy o n stynících a p prutech vyjaduje stupe
statické neuritosti s. Ten uríme soutem vnjší statické neuritosti sex a vnitní statické 
neuritosti sin , kde  sex = µ -  = 0 a sin = p - (2n - 3).
 Staticky neurité soustavy tedy neumožují výpoet vnjších stykových výslednic  
a vnitních sil v prutech pouze ze statických podmínek rovnováhy. Proto musíme rovnice 
statické rovnováhy doplnit deformaními podmínkami v silovém tvaru. Jestliže je prutu 
zamezena deformace vlivem vazby, kterou odebereme, pak pro zachování ekvivalence 
soustavy k tomuto styníku pedepíšeme deformaní podmínku ve tvaru u = 0. Deformaními 
podmínkami také mžeme svázat posunutí prut j a k stýkajících se ve stejném styníku, pro 
který pedepíšeme uj = uk. Jestliže došlo k posuvu styníku napíklad vlivem výroby 
"kratšího" prutu v soustav, má deformaní podmínka tvar u = + a v pípad delšího prutu  
u = -. Obdobn je tomu pi uvažování tepelné roztažnosti, kde pedepisujeme  
u = + 	T L T pro rovnomrn ochlazený prut o rozdíl teplot T, anebo u = - 	T L T pro 
prut rovnomrn ohátý. 
 Analytických metod pro ešení staticky neuritých soustav je celá ada. Podle volby 
neznámých se dlí na metody silové, deformaní a smíšené, které kombinují pístup dvou 
pedchozích metod. Krom analytických metod se využívají metody numerické, pedevším 
metoda konených prvk.   [2], [4] 
 3.2.1 Silová metoda 
 Pi ešení staticky neuritých soustav silovou metodou je nejprve poteba urit stupe
statické neuritosti s. Ze soustavy dále vhodn odebereme s vázaných složek pohybu tak, 
 aby vznikla soustava staticky i kinematicky uritá - tzv. základní soustava. Pi odebírání 
vazeb je nutno kontrolovat, zda nenastal výjimkový pípad uložení.  
 Tyto odebrané vazby nahradíme složkami vnjších a vnitních stykových výslednic, 
které jsou staticky neurité veliiny znaené Xi pro i = 1, 2, ..., s. Velikosti tchto náhradních 
VUT Brno - FSI, ÚMT BAKALÁSKÁ PRÁCE
33 
sil zatím považujeme za neznámé a jejich smysl volíme zprvu libovoln. V dalším výpotu se 
tento smysl potvrdí, vyjde-li hodnota kladná, nebo zmní, pokud vyjde hodnota záporná.  
 Dále pedepíšeme ke každé odebrané vazb deformaní podmínku, aby byla 
zachována deformaní ekvivalence pvodní a základní soustavy. Tyto podmínky pro pehled 
oznaujeme stejným indexem i, jaký mají náhradní síly. Pro ešení je nutno znát, nebo zvolit 
rozmry prez jednotlivých prut. 
 "Každou deformaci i základní soustavy vyjádíme jako funkci daného zatížení 
jednotlivých staticky neuritých veliin Xi. Vzhledem k tomu, že neznáme velikosti  
Xi, zavedeme do výpotu veliiny jednotkové a získáme tzv. jednotkové zatžovací stavy  
Xi = 1 (i = 1, 2, ... , s). S použitím principu úmrnosti a superpozice úink lze pak 
deformaní podmínky pro i (i = 1, 2, ... , s) na základní staticky urité soustav rozepsat  
v soustavu s lineárních algebraických rovnic o s neznámých složkách reakcí a interakcí  
Xi (i = 1, 2, ... , s )." 
6
 Tato soustava rovnic je již ešitelná. Vypoítaná znaménka jednotlivých neznámých Xi
potvrzují, nebo vyvracejí pvodní zvolený smysl jejich psobení. 
 Silová metoda ešení staticky neuritých prutových soustav volí za neznámé staticky 
neurité veliiny, tzn.: síly. ešením metody jsou pímo tyto veliiny, proto se silová metoda 
oznauje jako metoda pímá. Tato metoda je vhodná pro jednodušší soustavy s nižším 
stupnm statické neuritosti. Pokud vyžadujeme analytické ešení složitjších soustav,  
je vhodnjší zvolit metodu deformaní. Silová metoda je ukázána na píkladech 4.1.2, 4.2.2  
a 4.3.2.   [4] 
 3.2.2 Deformaní metoda 
 Soustava reaguje na zatížení tak, že z pvodního stavu pechází do stavu 
deformovaného. Každý styník tedy obecn vykoná 2 posunutí, které oznaujeme jako 
základní parametry deformace. Všechny pruty pipojené k takovémuto styníku se musí také 
deformovat - protáhnout/stlait, což v tchto prutech vyvolá odpovídající vznik normálové 
síly N. 
  
                                                
6 Kadlák J., Kytýr J. Statika stavebních konstrukcí II, str. 85 
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Obr. 3.15   ástené uvolnní rotaní vazby 
uAx = 0 
 Pi ešení nejprve soustavu úpln uvolníme a sestavíme podmínky statické rovnováhy 
pro soustavu jako celek a napíšeme rovnice silové rovnováhy pro každý styník. Dále uríme 
stupe statické neuritosti a soustavu uvolníme  ásten a pedepíšeme k nmu deformaní 
podmínku pro dodržení statické ekvivalence.  
 V míst, kde pedepisujeme deformaní podmínku i je pro další výpoet nutno mít sílu 
F psobící ve smyslu deformaní podmínky. Pokud zde tato síla není, tak ji zde zavedeme.  
Ze silových rovnic pro uvolnné styníky vyjádíme síly psobící ve všech prutech jako 
funkce F. Nyní vyjádíme deformaní podmínku pomocí  Castigliánovy vty  ve tvaru: 
 Z této rovnice získáme neznámé velikost síly F psobící v míst pedepsané 
deformaní podmínky. Tím se sníží poet neznámých a soustava je dále ešitelná z rovnic 
statické rovnováhy obvyklým zpsobem. 
 Oproti silové metod volí metoda deformaní jako neznámé veliiny deformaní, tzn.: 
posunutí u. ešením této metody jsou tedy práv deformaní veliiny a silové veliiny se 
musí dále dopoítat. Proto se tato metoda oznauje jako nepímá. Algoritmus deformaní 
metody umožuje zapojení výpoetní techniky a ešení i komplikovaných úloh.   [2], [4] 
 3.2.3 Metoda konených  prvk
  Metoda konených prvk (MKP) je numerická metoda. Metoda spoívá v popsání 
zkoumaných oblastí tlesa (asto geometricky složitých) pomocí malých, vhodn
uspoádaných a geometricky jednoduchých podoblastí. Tyto podoblasti se nazývají konené 
prvky, nebo také elementy. Prvek, (element) je "základní stavební jednotkou" a je popsán 
koneným potem stup pohyblivosti. Mže mít rzný tvar  nap. v 1D úseka, ve 2D 
trojúhelník a ve 3D tetraedr, kvádr, ale i mnoho jiných tvar. Každý prvek je definován svou 
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Obr. 3.16   Rzné tvary 3D element, vpravo s využitím uzl na hranách elementu pro zpesnní výpotu. 
fyzikální závislostí. Pi ešení úloh pružnosti a pevnosti je touto závislostí vztah mezi 
zatížením a deformací - tuhost. 
 Jednotlivé prvky jsou pospojovány v diskrétních bodech. Tyto body se nazývají uzly, 
nebo také nódy. Vyskytují se nejastji v rozích element, ale složitjší typy prvk je mohou 
mít umístny napíklad i na hranách, což umožuje zpesnní modelu, tedy i výpotu. Oblast 
tvoená takto pospojovanými prvky se nazývá sí. S rostoucím potem vhodn umístných 
uzl roste pesnost výpotu. Avšak s tím také roste poet rovnic, které je poteba ešit, což 
zpsobuje vtší nároky na výpoetní techniku a delší dobu výpotu. Pro zjednodušení výpot
je tedy snaha v místech, která nejsou pro výpoet klíová, volit vtší prvky, tedy i idší sí a 
mí uzl. 
  MKP vznikla jako odezva na rozvoj leteckého a raketového prmyslu, kde bylo teba 
provádt analýzy deformací a napjatosti rozmrných a asto geometricky komplikovaných 
soustav, které není možné ešit bžnými analytickými metodami. Použití MKP se ale 
neomezuje jen na výpoty v oblasti PP. "Vedle standardní elastické analýzy naptí byla tato 
metoda aplikována v plasticit, creepu, únav, lomové mechanice a dynamické analýze 
soustav. Dále tato metoda nemá omezení ve stavební mechanice, byla aplikována úspšn  
i v jiných fyzikáln známých disciplínách jako jsou teplotní jevy, dynamické jevy v kapalných 
a plynných mediích, elektrická a magnetická pole, smíšené úlohy interakce polí,  
nebo i piezoelektrické jevy, radiace, chemické jevy, rzné formy transportu hmoty aj."7   [8] 
                                                
7 Potšil, A.: ešení rovinných prutových soustav pomocí metody konených prvk, str. 3 
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4. ešení úloh 
 Tato kapitola je vnována úlohám ešených deformaní metodou, silovou metodou 
a metodou konených prvk. Pro názornost je ešení provádno na stejné prutové soustav
jako v pedchozích pípadech (kap. 3.2). Do této soustavy je pidán prut . 9, pípadn obecná 
vazba ve styníku D, což zpsobí vnitní, respektive vnjší statickou neuritost. Úloha 4.1 je 
1x staticky neuritá vnitn, úloha 4.2 je 1x staticky neuritá vnjšn a úloha 4.3  
je 1x vnitn a 1x vnjšn staticky neuritá. Na každé z tchto tech úlohách je pedvedena 
aplikace metody deformaní, metody silová a metody konených prvk vypracovaná pomocí 
softwaru ANSYS, v prostedí Workbench 14.0. Cílem této kapitoly je ukázat jednotlivé 
metody na píkladech a posoudit vhodnost užití konkrétní metody.  
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Obr. 4.1.2  Úplné uvolnní úlohy 2 
Obr. 4.1.1  Zadání úlohy 2 
 4.1 Úloha 2 - prutová soustava staticky neuritá vnitn  
Zadání: Urete síly ve všech prutech v soustav dle obrázku.
Klasifikace vazeb:
Vnjší vazby:   Vnitní vazby: 
A' - obecná  A' = 1  E - rotaní se 2ma leny  E = 4 
B' - rotaní  B' = 2  A, B - rotaní se 3mi leny   A = 6 ; B = 6 
    C, D - rotaní se 4mi leny   C = 8 ; D = 8 
Kinematický rozbor: 
i = (n - 1)  iv - 
i = (14-1)  3 - (1 + 2 + 4 + 6 + 6 + 8 + 8) - 5 +	

 = 1 => Soustava je ve statické rovnováze s jedním omezeným deformaním parametrem. 
Úplné uvolnní:  
Statický rozbor: 
a) vnjší:  
Np = {FAX, FBX, FBZ} =>  = 3   
2D úloha => µ = 3  
sex = µ -  = 0 => Soustava je vnjšn staticky uritá. 
b) vnitní: 
2n - 3 = p 
25 - 3  8 
sin = p - (2n - 3) = 1 => Soustava je 1x vnitn staticky neuritá. 
a = 1 m 
F = 10 kN 
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Obr. 4.1.3 Výpoet reakních sil v podporách úlohy 2 
Obr. 4.1.4  ástené uvolnní úlohy 2 
Výpoet stykových sil v podporách: 
Z podmínek statické rovnováhy 
 FX = 0 :  FAX + FBX = 0 => FAX =  - FBX
 FZ = 0 :  F - FBZ = 0  => FBZ = F
 MY = 0 :  FBXa - F2a =0 => FBX = 2F   
   FAX = -2F
 Pozn.: další postup je pro silovou a deformaní metodu již odlišný. Postupy jsou tedy 
vyhotoveny zvláš v odpovídajících kapitolách. 
4.1.1 Úloha 2 ešena pomocí deformaní metody 
ástené uvolnní: 
          + 
          
 Pi vyjmutí prutu 9 ze soustavy pedepíšeme nutnou deformaní podmínku vyjadující 
závislost mezi posunutím styník A-D a protažením (nebo smrštním) prutu 9. 
Vyjádení sil v prutech jako fce(F, F9): 
 E: x: 0,707F3 + F = 0 => F3 = - 
 
!"#!#
; = 0 
 z: - F2 - 0,707F3 = 0 => F2 = F ;  = 0 
∂F 3
∂F 9
∂F 2
∂F 9
uF9 = u'F9
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Tab. 4.1.1 výsledné síly v prutech urené pomocí deformaní metody 
 A: x: FAX + F7 + 0,707F9= 0 => F7 = 2F -0,707F9 ;  = -0,707 
 z: F8 + 0,707F9 = 0 => F8 = - 0,707F9 ;  = -0,707 
 C: x: - F7 - 0,707F5 + F2 =0 => F5 = -  
 
!"#!#
 + F9 ;  = 1  
 z: 0,707F5 + F4 =0 => F4 = F - 0,707F9 ;  = -0,707 
 D: x: - F6 + 0,707(F3 - F9) = 0 => F6 = - F - 0,707F9 ;  = -0,707 
 Nyní vyjádíme deformaní podmínku pomocí  Castigliánovy vty: 
 +  +  + 
+  =  
Odtud po zintegrování: 
0,5F9 - 0,707F + )*F9 - 2F + 0,5F9 + 0,707F + 0,5F9 - 1,414F + 0,5F9  = -)*F9
             4,828F9 -3,414F = 0 
                F9 = 0,707F 
                F9 = 7,07 kN
 Síly v jednotlivých prutech získáme dosazením F9 a F do vztah napsaných výše. 
Prut j Síla [kN] Prut j Síla [kN]
2 10 6 -15 
3 -14,144 7 15 
4 5 8 -5 
5 -7,07 9 7,07 
∂F 7
∂F 9
∂F 8
∂F 9
∂F 5
∂F 9
∂F 4
∂F 9
∂F 6
∂F 9
0
1
x
0− 707F9 F+, 
E S⋅
0− 707, ( )⋅




d
0
2
x
F9
F
0 707, 
−
E S⋅
1⋅





d
0
1
x
0− 707F9 F−, 
E S⋅
0− 707, ( )⋅




d
0
1
x
0− 707F9 2 F⋅+, 
E S⋅
0− 707, ( )⋅




d
0
1
x
0− 707F9, 
E S⋅
0− 707, ( )⋅




d
0
2
x
F9−
E S⋅
1⋅




d
VUT Brno - FSI, ÚMT BAKALÁSKÁ PRÁCE
40 
Obr. 4.1.5  Základní soustava úlohy 2 
Obr. 4.1.8  0. stav soustavy Obr. 4.1.9  1. stav soustavy 
4.1.2 Úloha 2 ešena pomocí silové metody 
 Nejprve vytvoíme tzv. základní soustavu, která je staticky uritá. Pro vytvoení 
staticky uríté soustavy perušíme prut íslo 9. V bodech perušení (A', D') pedepíšeme 
deformaní podmínku ve tvaru A'D' = 0, která vyjaduje, že v míst perušení prutu nenastává 
vle, ani pesah. 
 Tuto soustavu rozdlíme na 2 zatžovací stavy, kdy v 0. stavu psobí na soustavu 
pouze pvodní zatížení a v 1. stavu pouze zavedené zatížení X1.  
      
 Jednotlivé stavy soustavy uvolníme. 
      
A'D'  = 0 
Obr. 4.1.6  0. stav soustavy Obr. 4.1.7  1. stav soustavy 
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 Každý ze stav soustavy je staticky uritý, tedy síly v prutech, pro každý stav soustavy 
zvláš, mžeme vypoítat napíklad pomocí postupné styníkové metody. 
0. stav soustavy - Vyjádení sil v prutech, kde F = 10kN:
E: x: 0,707F3,0 + F = 0 => F3,0 = - 
 
!"#!#
; F3,0 = -14,144 kN 
 z: - F2,0 - 0,707F3,0 = 0 => F2,0 = F ; F2,0 = 10 kN 
A: x: FAX + F7,0 = 0 => F7,0 = 2F ; F7,0 = 20 kN 
 z: F8,0 = 0 => F8,0 = 0 ; F8,0 = 0 kN 
C: x: - F7,0 - 0,707F5,0 + F2,0 =0 => F5,0 = -  
 
!"#!#
 ; F5,0 = -14,144 kN 
 z: 0,707F5,0 + F4,0 =0 => F4,0 = F ; F4,0 = 10 kN 
D: x: - F6 + F30,707 = 0 => F6,0 = - F; F6,0= -10 kN 
1. stav soustavy - Vyjádení sil v prutech, kde volíme zprvu X1 = 1kN:
E: x: 0,707F3,1 = 0  => F3,1 = 0 ; F3,1 = 0 kN 
 z: - F2,1 - 0,707F3,1 = 0  => F2,1 = 0 ; F2,1 = 0 kN 
A: x: FAX + F7,1 - 0,707X1,1 = 0  => F7,1 = 0,707X1 ; F7,1 = 0,707 kN 
 z: F8,1 - 0,707X1,1 = 0  => F8,1 = 0,707X1 ; F8,1 = 0,707  kN 
C: x: - F7,1 - 0,707F5,1 + F2,1 =0 => F5,1 = - X1 ; F5,1 = -1 kN 
 z: 0,707F5,1 + F4,1 =0  => F4,1 = 0,707X1 ; F4,1 = 0,707 kN 
D: x: - F6,1 + F3,10,707 = 0  => F6,1 = 0,707X1 ; F6,1 = 0,707 kN 
 Nesmíme zapomenout na prut 9, ve kterém je prozatím zvolena síla -X1 (tlak). Dále 
rozepíšeme deformaní podmínku A'D' = 0 pomocí  principu superpozice pro oba zatžovací 
stavy:                A'D'   = 0   
    1,1X1 + 1,0  = 0       
                               X1 = +
,-".
,-"-
 , kde: /%"! 
%
0	1
	 2 34"% 	 34"! 	 54
6
4%   
    /%"% 
%
0	1
	 2 34"%
 	 54
6
4%
 Potebné hodnoty pro výpoet 1,0 a 1,1 jsou uvedeny v následující tabulce. Pro 
jednoduchost uvažujeme v zadané soustav pro všechny pruty stejnou plochu prezu S a 
stejný modul pružnosti v tahu E. Toto zjednodušení sníží nutný poet sloupc tabulky. 
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Tab. 4.1.2 výsledné síly v prutech urené pomocí silové metody 
Obr. 4.1.10  Model soustavy v prostedí Workbench 14.0 
 Hodnotu X1 získáme dle výše zmínného vztahu, tedy X1 = - 
78"%8
8"99
 = - 7,07 kN. Touto 
hodnotou vynásobíme všechny Fj,1 a souet Fj,0 + Fj,1X1 je hodnota síly v j-tém prutu. Jelikož 
vyšla hodnota X1 záporná, znamená to, že pvodn zvolený smysl je opaný. Prut 9 tedy 
není namáhán tlakem, ale tahem.
4.1.3 Úloha 2 ešena metodou konených prvk
 Úloha byla ešena pomocí softwaru ANSYS v prostedí Workbench 14.0. Pro výpoet 
byl užit materiál ocel s modulem pružnosti E = 200 GPa a píný prez prut S=100mm2.  
Jednotlivé pruty byly v prostedí Workbench, jako prvky typu 188, a pomocí píkazu Form 
new part spojeny v soustavu. Na vymodelovanou soustavu byly pidány vazby píkazem 
Displacement. Displacement v bod A zamezuje posuv ve smru osy x, Displacement 2 v 
bod B zamezuje posuvy ve smrech os x a z. Píkazem Force se do soustavy zavádí síla F o 
velikosti 10kN. 
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Tab. 4.1.3 výsledné síly v prutech urené pomocí metody konených prvk
Obr. 4.1.11  Hodnoty naptí v jednotlivých prutech 
 Hodnoty v modrých rámecích pedstavují hodnoty naptí v konkrétních prutech. Po 
vyjádení sil z hodnot naptí získáme síly v jednotlivých prutech. 
Prut j Naptí [MPa] Síla [kN]
2 99,989 9,9989 
3 -141,4 -14,14 
4 49,982 4,9982 
5 -70,707 -7,0707 
6 -149,99 -14,999 
7 149,99 14,99 
8 -49,995 -4,9995 
9 70,707 7,0707 
  
 Z výsledk je patrné, že hodnoty se oproti hodnotám spoítaných analytickými 
metodami (viz tab. 4.1.1 a 4.1.2) liší pouze v ádech setin. Tento rozdíl vznikl 
zaokrouhlovacími chybami pi poítání v ruce a numerickou podstatou MKP. Vzhledem k 
charakteru výpotu je zanedbatelný. 
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Obr. 4.2.2  Úplné uvolnní úlohy 3 
Obr. 4.2.1  Zadání úlohy 3
 4.2 Úloha 3 - prutová soustava staticky neuritá vnjšn
Zadání: Urete síly ve všech prutech v soustav dle obrázku.
Klasifikace vazeb:
Vnjší vazby:   Vnitní vazby: 
A' - obecná  A' = 1  A, E - rotaní se 2ma leny  A = 4 ; E = 4 
B' - rotaní  B' = 2  B, D - rotaní se 3mi leny   B = 6 ; D = 6 
D' - obecná  C' = 1  C - rotaní se 4mi leny   C = 8 
Kinematický rozbor: 
i = (n - 1)  iv - 
i = (13-1)  3 - (1 + 2 +1 + 4 + 4 + 6 + 8 + 8 - 1 ) - 5 +  = 0 °V 
 = 1 => Soustava je ve statické rovnováze s jedním omezeným deformaním parametrem. 
Úplné uvolnní:  
Statický rozbor: 
a) vnjší:  
Np = {FAX, FBX, FBZ, FDZ} => µ = 4   
2D úloha =>  = 3  
sex = µ -  = 1 => Soustava je 1x vnjšn staticky neuritá.
b) vnitní: 
2n - 3 = p 
25 - 3 = 7 
sin = p - (2n - 3) = 0 => Soustava je vnitn staticky uritá. 
a = 1m 
F = 10kN 
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Obr. 4.2.3 Výpoet reakních sil v podporách úlohy 3 
Obr. 4.2.4  ástené uvolnní úlohy 3 
4.2.1 Úloha 3 ešena pomocí deformaní metody 
Výpoet stykových sil v podporách: 
Z podmínek statické rovnováhy 
 FX = 0 :  FAX + FBX = 0 => FAX =  - FBX
 FZ = 0 :  F - FDZ - FBZ = 0  => FBZ = F - FDZ
 MY = 0 :  FBXa - F2a + FDZa =0 => FBX = 2F  - FDZ
   FAX = -2F + FDZ
ástené uvolnní: 
      
       
    
 Pi odebrání obecné vazby ve styníku D pedepíšeme nutnou deformaní podmínku 
vyjadující, že styníku D je ve smru psobení vnjší stykové výslednice FDZ zamezen posuv. 
Vyjádení sil v prutech jako fce(F, N9): 
E: x: 0,707F3 + F = 0 => F3 = - 
 
!"#!#
; 
: ;
: <=
  = 0  
 z: - F2 - 0,707F3 = 0 => F2 = F ; 
: >
: <=
 = 0 
uFDZ = 0 
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Tab. 4.2.1 výsledné síly v prutech urené pomocí deformaní metody 
A: x: FAX + F7 = 0 => F7 = 2F - FDZ ; 
: ?
: <=
 = - 1 
 z: F8 = 0 => F8 = 0 ; 
: @
: <=
 = 0 
C: x: - F7 - 0,707F5 + F2 =0 => F5 =   
 <=A 
!"#!#
 ; 
: B
: <=
 = 
%
!"#!#
 z: 0,707F5 + F4 =0 => F4 = F - FDZ ; 
: C
: <=
 = -1 
D: x: - F6 + F30,707 = 0 => F6 = - F ; 
: D
: <=
 = 0 
 Nyní vyjádíme deformaní podmínku pomocí  Castigliánovy vty: 
 +  +  = 0 
Odtud po zintegrování: 
1(FDZ - F) + )*( 
(EF
!"G
 - 
(
!"G
) + 1(-2F + FDZ)  = 0        
 4,828FDZ  - 5,8284F = 0 
       FDZ = 1,2071F 
 FDZ = 12,071 kN
 Síly v jednotlivých prutech získáme dosazením FDZ a F do vztah napsaných výše. 
Prut j Síla [kN]
2 10
3 -14,144
4 -2,071
5 -2,929
6 -10
7 7,929
8 0
0
1
x
FDZ− F+
E S⋅
1−( )⋅




d
0
2
x
FDZ F−⋅
0 707, 
E S⋅
1
0 707, 
⋅





d
0
1
x
2F FDZ−
E S⋅
1−( )⋅




d
VUT Brno - FSI, ÚMT BAKALÁSKÁ PRÁCE
47 
Obr. 4.2.5  Základní soustava úlohy 3 
Obr. 4.2.6  0. stav soustavy Obr. 4.2.7  1. stav soustavy 
4.2.2 Úloha 3 ešena pomocí silové metody 
Výpoet stykových sil v podporách: 
 Výpoet stykových sil v podporách je tém stejný jako v pedchozí úloze, s tím 
rozdílem, že reakní sílu FDZ oznaujeme pro pehlednost metody X1. Tedy: 
 FX = 0 :  FAX + FBX = 0 => FAX =  - FBX
 FZ = 0 :  F - X1 - FBZ = 0  => FBZ = F - X1
 MY = 0 :  FBXa - F2a + X1a =0 => FBX = 2F  - X1
   FAX = -2F + X1
 Dále vytvoíme základní soustavu, která je staticky uritá. Vazbu D nahradíme vnjší 
stykovou výslednicí X1 a pedepíšeme zde deformaní podmínku ve tvaru D =0, která 
vyjaduje, že v pvodní vazb je zamezen posuv ve smru osy z. 
 Tuto soustavu rozdlíme na 2 zatžovací stavy, kdy v 0. stavu psobí na soustavu 
pouze pvodní zatížení a v 1. stavu pouze zavedené zatížení X1.  
      
  
D = 0
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Obr. 4.2.8  0. stav soustavy Obr. 4.2.9  1. stav soustavy 
Jednotlivé stavy soustavy uvolníme. 
      
 Každý stav soustavy je staticky uritý, síly v prutech ešíme postupnou styníkovou 
metodou pro každý stav soustavy zvláš. 
0. stav soustavy - Vyjádení sil v prutech, kde F=10kN:
E: x: 0,707F3,0 + F = 0 => F3,0  = - 
 
!"#!#
; F3,0 = -14,144 kN 
 z: - F2,0 - 0,707F3,0 = 0 => F2,0  = F ; F2,0 = 10 kN 
A: x: FAX + F7,0 = 0 => F7,0  = 2F ; F7,0 = 20 kN 
 z: F8,0 = 0 => F8,0 = 0 ; F8,0 = 0 kN 
C: x: - F7,0  - 0,707F5,0  + F2,0  =0 => F5,0  = -  
 
!"#!#
 ; F5,0 = -14,144 kN 
 z: 0,707F5,0  + F4,0  =0 => F4,0  = F ; F4,0 = 10 kN 
D: x: - F6,0  + F3,0 0,707 = 0 => F6,0  = - F; F6,0 = -10 kN 
1. stav soustavy - Vyjádení sil v prutech, kde volíme zprvu X1 = 1kN:
E: x: 0,707F3,1 = 0 => F3,1 = 0 ; F3,1 = 0 kN 
 z: - F2,1 - 0,707F3,1 = 0 => F2,1 = 0 ; F2,1 = 0 kN 
A: x: FAX + F7,1 = 0 => F7,1 = - X1 ; F7,1 = - 1kN 
 z: F8,1 = 0 => F8,1 = 0 ; F8,1 = 0 kN 
C: x: - F7,1 - 0,707F5,1 + F2,1 =0 => F5,1 = 
H-
!"#!#
; F5,1 = 
%
!"#!#
 kN 
 z: 0,707F5,1 + F4,1 =0 => F4,1 = - X1 ; F4,1 = -1 kN 
D: x: - F6,1 + F3,10,707 = 0 => F6,1 = 0 ; F6,1 = 0 kN 
 Dále z deformaní podmínky D = 0 vyjádíme zatžující sílu X1:  
D  = 0 =>  1,1X1 + 1,0  = 0 =>  X1 = +
,-".
,-"-
 , kde:
/%"! 
%
0	1
	 2 34"% 	 34"! 	 54
6
4% ;      /%"% 
%
0	1
	 2 34"%
 	 54
6
4%
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Tab. 4.2.2 výsledné síly v prutech urené pomocí silové metody 
Obr. 4.2.10  Model soustavy v prostedí Workbench 14.0 
  Výpoet 1,0 a 1,1 je uveden v následující tabulce. Opt uvažujeme, že v zadané 
soustav mají všechny pruty stejnou plochu prezu S a stejný modul pružnosti v tahu E.  
 Hodnotu X1 získáme dle výše zmínného vztahu, tedy X1 = - 
IG9"9#
8"99
 = 12,07 kN. 
Touto hodnotou vynásobíme všechny Fj,1 a souet Fj,0 + Fj,1X1 je hodnota síly v j-tém prutu. 
Síla X1 vyšla s kladným znaménkem, pvodn zvolený smysl X1 je tedy správný. 
4.2.3 Úloha 3 ešena metodou konených prvk
 Úloha byla ešena pomocí softwaru ANSYS v prostedí Workbench 14.0, za 
obdobných podmínek, jako úloha 4.2.3. Na vymodelovanou soustavu byly pidány vazby 
píkazem Displacement. Displacement v bod A zamezuje posuv ve smru osy x, 
Displacement 3 v bod D zamezuje posuv ve smru osy z a Displacement 2 v bod B 
zamezuje posuvy ve smrech os x a z. Píkazem Force se do soustavy zavádí síla F o velikosti 
10 kN. 
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Obr. 4.2.11  Hodnoty naptí v jednotlivých prutech 
Tab. 4.2.3 výsledné síly v prutech urené pomocí metody konených prvk
 Hodnoty v modrých rámecích pedstavují hodnoty naptí v konkrétních prutech.  
Po vyjádení sil z hodnot naptí získáme síly v jednotlivých prutech. 
Prut j Naptí [MPa] Síla [kN]
2 99,987 9,9987 
3 -141,4 -14,14 
4 -20,724 -2,0724 
5 29,28 2,928 
6 -99,987 -9,9987 
7 79,284 7,9284 
8 0 0 
  
 Výslednou sílu v prutu 8 lze považovat za numerickou nulu, nenulová hodnota zde 
vznikla díky numerickému charakteru MKP. Hodnoty se oproti výsledkm z pedchozích 
metod liší pouze v ádu setin (pro srovnání viz tab. 4.2.1 a 4.2.2). Tento rozdíl vznikl 
zaokrouhlovacími chybami pi poítání v ruce a numerickou podstatou MKP. Vzhledem  
k charakteru výpotu je zanedbatelný.  
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Obr. 4.3.2  Úplné uvolnní úlohy 4 
Obr. 4.3.1  Zadání úlohy 4 
 4.3 Úloha 4 - prutová soustava staticky neuritá vnitn i vnjšn
Zadání: Urete síly ve všech prutech v soustav dle obrázku.
Klasifikace vazeb:
Vnjší vazby:   Vnitní vazby: 
A' - obecná  A' = 1  E - rotaní se 2ma pruty  E = 4 
B' - rotaní  B' = 2  A, B - rotaní se 3mi pruty   A = 6 ; B = 6 
D' - obecná  C' = 1  C, D - rotaní se 4mi pruty   C = 8 ; D = 8 
Kinematický rozbor: 
i = (n - 1)  iv - 
i = (14-1)  3 - (1 + 2 +1 + 4 + 6 + 6 + 8 + 8) - 5 + 	  
 = 2 => Soustava je ve statické rovnováze s dvma omezenými deformaními parametry. 
Úplné uvolnní:  
Statický rozbor: 
a) vnjší:  
Np = {FAX, FBX, FBZ, FDZ} => µ = 4   
2D úloha =>  = 3  
sex = µ -  = 1 => Soustava je 1x vnjšn staticky neuritá.
b) vnitní: 
2n - 3 = p 
25 - 3  8 
sin = p - (2n - 3) = 1 => Soustava je 1x vnitn staticky neuritá. 
a = 1 m 
F = 10 kN 
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Obr. 4.3.3 Výpoet reakních sil v podporách úlohy 4 
Obr. 4.3.4  ástené uvolnní úlohy 4 
4.3.1 Úloha 4 ešena pomocí deformaní metody 
Výpoet stykových sil v podporách: 
Z podmínek statické rovnováhy 
 FX = 0 :  FAX + FBX = 0 => FAX =  - FBX
 FZ = 0 :  F - FDZ - FBZ = 0  => FBZ = F - FDZ
 MY = 0 :  FBXa - F2a + FDZa =0 => FBX = 2F  - FDZ
   FAX = -2F + FDZ
ástené uvolnní: 
         + 
  
 Pi odebrání obecné vazby ze styníku D pedepíšeme nutnou deformaní podmínku 
vyjadující, že styníku D je ve smru psobení vnjší stykové výslednice FDZ zamezen posuv, 
pi vyjmutí prutu 9 ze soustavy pedepíšeme nutnou deformaní podmínku vyjadující 
závislost mezi posunutím styník A-D a protažením (nebo stlaením) prutu 9. 
Vyjádení sil v prutech jako fce(F, N9): 
E: x: 0,707F3 + F = 0 => F3 = - 
 
!"#!#
uFDZ = 0 
uN9 = u'N9
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Tab. 4.3.1 Závislosti sil v jednotlivých prutech na zatížení a jejich parciální derivace podle tchto zatížení 
 z: - F2 - 0,707F3 = 0 => F2 = F   
A: x: FAX + F7 = 0 => F7 = 2F - FDZ - 0,707F9  
 z: F8 = 0 => F8 = - 0,707F9   
C: x: - F7 - 0,707F5 + F2 =0 => F5 =  F9 + 
 <=A 
!"#!#
   
 z: 0,707F5 + F4 =0 => F4 = F - FDZ - 0,707F9  
D: x: - F6 + F30,707 = 0 => F6 = - 0,707F9 - F   
 Pro další postup potebujeme parciální derivace jednotlivých sil v prutech podle 
neznámých parametr F9 a FDZ. Ty jsou pro pehlednost uvedeny v následující tabulce. 
 K dispozici jsou 2 deformaní podmínky, které lze pomocí Castigliánovy vty 
rozepsat do dvou rovnic o 2 neznámých (FDZ a N9). Tuto soustavu rovnic lze vyešit. 
 +   +  +
+  =     (1) 
+ +  = 0     (2) 
0
1
x
F FDZ− 0− 707F9, 
E S⋅
0− 707, ( )⋅




d
0
2
x
F 9
F DZ F−
0 707, 
+
E S⋅
1⋅





d
0
1
x
0− 707F9 F−, 
E S⋅
0− 707, ( )⋅




d
0
1
x
2F FDZ− 0− 707F9, 
E S⋅
0− 707, ( )⋅




d
0
1
x
0− 707F9, 
E S⋅
0− 707, ( )⋅




d
0
2
x
F9−
E S⋅
1⋅




d
0
1
x
F FDZ− 0− 707F9, 
E S⋅
1−( )⋅




d
0
2
x
F9
FDZ F−⋅
0 707, 
+
E S⋅
1
0 707, 
⋅





d
0
1
x
2F FDZ− 0− 707F9, 
E S⋅
1−( )⋅




d
VUT Brno - FSI, ÚMT BAKALÁSKÁ PRÁCE
54 
Tab. 4.3.2 výsledné síly v prutech urené pomocí deformaní metody 
Odtud po zintegrování: 
1(- F +FDZ + 0,707F9) + 2(F9 + 
 <=I 
!"#!#
)  = 1(2F - FDZ -0,707F9)  
 4,828FDZ   = 5,8284F + 3,414F9
     3,414F9 = 5,828F - 4,828FDZ
           F9  = 1,707F - 1,414FDZ         (3)
-0,707F + 0,707FDZ + 0,5F9 + 1,414F9 + 2FDZ - 2F + 0,5F9 + 0,707F - 1,414F + 
0,707FDZ + 0,5F9 + 0,5F9  =  - 1,414F9  
 4,828F9 -3,414F +3,414FDZ =  0              (4) 
 po dosazení (3) do (4): 
-3,414F + 3,414FDZ + 8,241F - 6,827FDZ = 0 
 FDZ = 1,414F 
FDZ = 14,142 kN  =>  F9 = - 2,93 kN
  
 Síly v jednotlivých prutech získáme dosazením FDZ, F9 a F do vztah napsaných výše. 
Síla v prutu 9 vyšla se záporným znaménkem, pvodn zvolený smysl psobení N9 je tedy 
špatný a prut 9 je namáhán tlakovou silou.   
   
VUT Brno - FSI, ÚMT BAKALÁSKÁ PRÁCE
55 
Obr. 4.3.5  Základní soustava úlohy 4 
4.3.2 Úloha 4 ešena pomocí silové metody 
Výpoet stykových sil v podporách: 
 Výpoet stykových sil v podporách je tém stejný jako v pedchozí úloze, s tím 
rozdílem, že reakní sílu FDZ oznaujeme pro pehlednost metody X1, tedy: 
 FX = 0 :  FAX + FBX = 0 => FAX =  - FBX
 FZ = 0 :  F - X1 - FBZ = 0  => FBZ = F - X1
 MY = 0 :  FBXa - F2a + X1a =0 => FBX = 2F  - X1
   FAX = -2F + X1
 Dále vytvoíme základní soustavu, která je staticky uritá. Vazbu v bod D nahradíme 
vnjší stykovou výslednicí X1 a pedepíšeme zde deformaní podmínku ve tvaru D =0, která 
vyjaduje, že v pvodní vazb je zamezen posuv ve smru osy z. Prut 9 perušíme a v bodech 
perušení (A', D') pedepíšeme deformaní podmínku ve tvaru A'D' = 0, která vyjaduje, že v 
míst perušení prutu nenastává vle, ani pesah. 
  
 Tuto soustavu rozdlíme na 3 zatžovací stavy, kdy v 0. stavu psobí na soustavu 
pouze pvodní zatížení, v 1. stavu pouze zavedené zatížení X1 a v 2. stavu pouze zavedené 
zatížení X2.  
D  = 0 
A'D'  = 0 
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Obr. 4.3.9  0. stav soustavy Obr. 4.3.10  1. stav soustavy 
Obr. 4.3.11  2. stav soustavy 
 Jednotlivé stavy soustavy uvolníme. 
Obr. 4.3.6  0. stav soustavy 
Obr. 4.3.7  1. stav soustavy 
Obr. 4.3.8  2. stav soustavy 
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 Každý stav soustavy je staticky uritý, síly v prutech  ešíme postupnou styníkovou 
metodou pro každý stav soustavy zvláš. 
0. stav soustavy - Vyjádení sil v prutech, kde F = 10kN:
E: x: 0,707F3,0 + F = 0 => F3,0  = - 
 
!"#!#
; F3,0 = -14,144 kN 
 z: - F2,0 - 0,707F3,0 = 0 => F2,0  = F ; F2,0 = 10 kN 
A: x: FAX + F7,0 = 0 => F7,0  = 2F ; F7,0 = 20 kN 
 z: F8,0 = 0 => F8,0 = 0 ; F8,0 = 0 kN 
C: x: - F7,0  - 0,707F5,0  + F2,0  =0 => F5,0  = -  
 
!"#!#
 ; F5,0 = -14,144 kN 
 z: 0,707F5,0  + F4,0  =0 => F4,0  = F ; F4,0 = 10 kN 
D: x: - F6,0  + F3,0 0,707 = 0 => F6,0  = - F; F6,0 = -10 kN 
1. stav soustavy - Vyjádení sil v prutech, kde volíme zprvu X1 = 1kN:
E: x: 0,707F3,1 = 0 => F3,1 = 0 ; F3,1 = 0 kN 
 z: - F2,1 - 0,707F3,1 = 0 => F2,1 = 0 ; F2,1 = 0 kN 
A: x: FAX + F7,1 = 0 => F7,1 = - X1 ; F7,1 = - 1kN 
 z: F8,1 = 0 => F8,1 = 0 ; F8,1 = 0 kN 
C: x: - F7,1 - 0,707F5,1 + F2,1 =0 => F5,1 = 
H-
!"#!#
; F5,1 = 
%
!"#!#
 kN 
 z: 0,707F5,1 + F4,1 =0 => F4,1 = - X1 ; F4,1 = -1 kN 
D: x: - F6,1 + F3,10,707 = 0 => F6,1 = 0 ; F6,1 = 0 kN 
2. stav soustavy - Vyjádení sil v prutech, kde volíme zprvu X2 = 1kN:
E: x: 0,707F3,2 = 0  => F3,2 = 0 ; F3,2 = 0 kN 
 z: - F2,2 - 0,707F3,2 = 0  => F2,2 = 0 ; F2,2 = 0 kN 
A: x: FAX + F7,2 - 0,707X2,2 = 0  => F7,2 = 0,707X2 ; F7,2 = 0,707 kN 
 z: F8,2 - 0,707X2,2 = 0  => F8,2 = 0,707X2 ; F8,2 = 0,707  kN 
C: x: - F7,2 - 0,707F5,2 + F2,2 =0 => F5,2 = - X2 ; F5,2 = -1 kN 
 z: 0,707F5,2 + F4,2 =0  => F4,2 = 0,707X2 ; F4,2 = 0,707 kN 
D: x: - F6,2 + F3,20,707 = 0  => F6,2 = 0,707X2 ; F6,2 = 0,707 kN 
 Dále z deformaních podmínek D = 0 a A'D' = 0 získáme dv rovnice o dvou 
neznámých X1 a X2.  
D  = 0 =>  1,0 + 1,1X1 + 1,2X2   = 0  => X1 = +
,-".I,-">JH>
,-"-
                  (5) 
A'D' = 0 =>  2,0 + 2,1X1 + 2,2X2   = 0 => X2 = +
,>".I,>"-JH-
,>">
                (6) 
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 Dosazením (6) do (5) získáme rovnici (7) pro výpoet X1, dosazením vypoítaného X1
do (6) získáme i hodnotu X2.
tedy: 
     (7) 
   
         (8) 
kde: 
/%"! 
%
0	1
	 2 34"% 	 34"! 	 54
6
4% ;      /%"% 
%
0	1
	 2 34"%
 	 54
6
4% ; 
/%" 
%
0	1
	 2 34"% 	 34" 	 54
6
4% ;      /"! 
%
0	1
	 2 34" 	 34"! 	 54
6
4% ; 
/"% 
%
0	1
	 2 34" 	 34"% 	 54
6
4% ;      /" 
%
0	1
	 2 34"
 	 54
6
4% ; 
         
X1
δ1.0−
δ1.1
δ1.2
δ2.0
δ2.2
−
δ2.1 X1⋅
δ2.2
−






⋅
δ1.1
−
X1
δ1.0−
δ1.1
δ2.0 δ1.2⋅
δ2.2
δ1.1
1
+
δ2.1 δ2.1⋅ X1⋅
δ2.2
δ1.1
1
+
δ1.1 δ2.2⋅
δ1.1 δ2.2⋅
X1⋅
δ1.0− δ2.2⋅
δ1.1 δ2.2⋅
δ2.0 δ1.2⋅
δ2.2 δ1.1⋅
+
δ2.1 δ2.1⋅ X1⋅
δ2.2 δ1.1⋅
+
X1 δ1.1 δ2.2⋅( )⋅ δ2.1 δ2.1⋅( ) X1⋅− δ2.0 δ1.2⋅ δ1.0 δ2.2⋅−
X1
δ2.0 δ1.2⋅ δ1.0 δ2.2⋅−( )
δ1.1 δ2.2⋅ δ2.1 δ2.1⋅−( )
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Tab. 4.3.3 výsledné síly v prutech urené pomocí silové metody 
  Výpoet X1 a X2 je uveden v následující tabulce. Opt uvažujeme, že v zadané soustav
mají všechny pruty stejnou plochu prezu S a stejný modul pružnosti v tahu E. 
 Po spoítání hodnot zvýraznných v tabulce mode, dosadíme do vztahu (8). Tedy: 
K% 
L'"&'* 	 M+L"'&'N + M+OP"*P'N 	 '"P*P
'"P*P 	 '"P*P + M+L"'&'N 	 M+L"'&'N
 &'"&'*QR
 Dosazením X1 do (6) získáme: 
K 
+L'"&'* + M+L"'&'N 	 &'"&'*
'"P*P
 *"S*PSQR
 Tmito hodnotami vynásobíme všechny Fj,1, Fj,2 a souet Fj,0 + Fj,1X1 + Fj,2X2 je 
hodnota síly v j-tém prutu. Síly X1 i X2 vyšly s kladným znaménkem, jejich pvodn zvolené 
orientace jsou tedy správné, prut 9 je tedy namáhán tlakovou silou o velikosti 2,92 kN. 
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Obr. 4.3.12  Model soustavy v prostedí Workbench 14.0 
Obr. 4.4.13  Hodnoty naptí v jednotlivých prutech 
4.3.3 Úloha 4 ešena metodou konených prvk
 Stejn jako v pedchozích pípadech byla úloha ešena pomocí softwaru ANSYS v 
prostedí Workbench 14.0 a to za obdobných podmínek. Na vymodelovanou soustavu byly 
pidány vazby píkazem Displacement. Displacement v bod A zamezuje posuv ve smru osy 
x, Displacement 3 v bod D zamezuje posuv ve smru osy z a Displacement 2 v bod B 
zamezuje posuvy ve smrech os x a z. Píkazem Force se do soustavy zavádí síla F  
o velikosti 10 kN.  
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Tab. 4.3.4 výsledné síly v prutech urené pomocí metody konených prvk
 Hodnoty v modrých rámecích pedstavují hodnoty naptí v konkrétních prutech. Po 
vyjádení sil z hodnot naptí získáme síly v jednotlivých prutech. 
Prut j Naptí [MPa] Síla [kN]
2 99,987 9,9987
3 -141,4 -14,14
4 -20,723 -2,0723
5 29,281 2,9281
6 -79,281 -7,9281
7 79,285 7,9285 
8 20,713 2,0713 
9 -29,284 -2,9284 
  
 Hodnoty se, stejn jako v pedchozích úlohách ešených MKP, oproti výsledkm 
analytických metod opt liší pouze v ádu setin (pro srovnání viz tab. 4.3.2 a 4.3.3). Tento 
rozdíl vznikl zaokrouhlovacími chybami pi poítání v ruce a numerickou podstatou MKP. 
Vzhledem k charakteru výpotu je zanedbatelný.   
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5. Závr  
 V kapitole 3.2 byly nastínny postupy pro ešení staticky uritých prutových soustav 
rznými metodami. Nkteré metody vyžadují výpoet všech osových sil v prutech najednou, 
jiné metody umožují vypoítat síly v prutech postupn a další metody slouží pouze pro 
zjednodušení soustavy. Ne každou z tchto metod lze aplikovat na každou prutovou soustavu 
a také nelze prohlásit, že nkterá z metod je lepší, nebo horší než jiná. Pi poítání "v ruce" je 
dnes dominantní postupná styníková metoda a pi nasazení výpoetní techniky pak pevládá 
obecná styníková metoda, pípadn metoda konených prvk. Výsledky všech tchto metod 
jsou pochopiteln stejné. Grafické metody jsou dnes používány pouze výjimen. 
 V kapitole 4 jsou aplikované metody pro ešení staticky neuritých prutových soustav. 
Tyto metody jsou vždy ukázány na stejném vzorovém píkladu, aby bylo možné ukázat 
odlišnosti jednotlivých metod. Vzorové píklady jsou 3 a liší se typem statické neuritosti. 
Výsledky všech metod se pro každý z píklad shodují. Drobné rozdíly jsou zpsobeny 
numerickým charakterem metody konených prvk a zaokrouhlovacími chybami pi poítání 
"v ruce". 
 Deformaní metoda vychází z Castigliánovy vty, která vyjaduje vztah mezi 
zatížením a deformací. Pi ešení úlohy soustavu ásten uvolníme. Soustavu rovnic 
rovnováhy doplníme o deformaní podmínky vyjádené v silovém tvaru. Poet deformaních 
podmínek souvisí se stupnm statické neuritosti soustavy. 
 Silová metoda sice pracuje pímo se silami, jakožto neznámými parametry, avšak její 
podstata je taktéž deformaní. Rozdíl oproti deformaní metod spoívá pedevším v tom, že 
se soustava rozdlí do nkolika zátžných stav. Pi ešení úlohy silovou metodou rozdlíme 
soustavu do jednotlivých zátžných stav, kde ešíme každý stav jako samostatnou soustavu. 
Dále si vyjádíme vztah, kde každou deformaci vyjádíme jako funkci zatížení jednotlivých 
staticky neuritých veliin Xi, odkud dostaneme soustavu rovnic, za které vyjádíme velikosti 
jednotlivých staticky neuritých veliin Xi. Vzroste-li stupe statické neuritosti soustavy o 1, 
tak musíme vypoítat o 1 více zátžných stav, ímž roste rozsáhlost výpotu. Dále se zvtší 
poet lineárních rovnic, ze kterých musíme vyjádit jednotlivá Xi. Na píkladu 4.3.1 a 4.3.2 je 
ukázáno, že ešení silovou metodou je už pro 2x staticky neuritou prutovou soustavu tém
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2x rozsáhlejší, než je tomu v pípad deformaní metody. Silová metoda je tedy vhodná pouze 
pro jednodušší staticky neurité soustavy. 
 Metoda konených prvk je univerzální metoda, která umožuje ešit tém libovolný 
typ úlohy z oblasti mechaniky kontinua. Pro její použití však musíme disponovat výkonnou 
výpoetní technikou, asto  drahým softwarovým vybavením a samozejm i teoretickými 
znalostmi pružnosti a pevnosti. Nespornou výhodnou je snadná úprava zadání a rychlé 
vypracování jednotlivých úloh. Metoda konených prvk je dnes díky své univerzálnosti a 
pokroilé výpoetní technice dominantní pi výpotech v oblasti mechaniky tles. 
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6. Rešerše 
Mechanika tles - statika
Autor: Florian Zdenk, Ondráek Emanuel, Pikryl Karel. 
 V tchto skriptech je popis kinematického a statického rozboru prutových soustav. 
Mechanika tles - pružnost a pevnost I
Autor: Janíek Pemysl, Ondráek Emanuel, Vrbka Jan, Burša Jií. 
 Skripta se vnují vymezení prutu, jeho namáhání, napjatosti a deformaci. Dále také 
meznímu stavu vzprné stability prutu. 
Interaktivní uební text - pružnost a pevnost
Autor: Horníková Jana, Burša Jií, Janíek Pemysl. 
 Práce obsahuje ešené i neešené úlohy a výklad, který pehlednou formou vysvtluje 
pojmy a souvislosti z pedmtu pružnost a pevnost. 
Statika stavebních konstrukcí II
Autor: Kadlák Jaroslav, Kytý Jií. 
 První ást knihy je vnována popisu deformace prutových konstrukcí, v dalších 
ástech je podrobný výklad silové a obecné deformaní metody pro ešení staticky neuritých 
prutových soustav. 
Mechanika I. díl
Autor: Juliš Karel, Brepta Rudolf. 
 Kniha je zamena na výklad statiky a kinematiky. Na stranách 141 - 155 jsou 
uvedeny metody ešení prutových soustav. 
Statika
Autor: Binder Róbert 
 Práce se vnuje prutovým soustavám na stranách 243 až 268. 
Technická mechanika I
Autor: Štejtr Josef 
 Na stranách 260 – 267 jsou popsány zpsoby spojený prut v píhradových 
konstrukcích. Také jsou zde vytváeny a popsány výjimkové pípady prutových soustav. 
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